
   

 

 

 

 

 

    

   

单元 B2：极限、连续性及可微性 
特定目标： 
1. 理解函数的极限的直观概念。 
2. 理解函数的连续性及可微性的直观概念。 
3. 认识极限作为微积分的基本概念。 
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2.1    函数的极限 

 

 
5 

 
  函数的极限应以直观方式介绍。其实，在 x = a时，函数 y = f (x)的极限概念应与序列
的极限概念连系起来。当自变量经过一收敛序列{xn}(横坐标序列)，其极限为 a时，则可
考虑其直坐标序列{f(xn)}。故此当{xn}趋近 a时，则 { f(xn)}趋近一有限值  之情况，应
可清楚而明确地表达，即是 

  若 则 或   

  部份教师可能会将重点放在当 x与 a为相当接近时，则 f(x)与 之间的差异可以任意
的小的概念上，从而强化当 时， 的理解。 

ax → →)x(f =
→

)x(flim
ax

ax → f →)x(

  但必须向学生指出，函数值 f(a) 的存在，并不能引申为极限 的存在及等于

f(a)，緃使在一般情况下可成立。教师可参考下列例子： 

)x(flim
ax→

  { 0x當0
0x當1)x(f =

≠=  

这裹 f(0) = 0 和  1)x(flim
0x

=
→

  自变量趋近极限 a的途径应加以注意：当 x的值是由左至右増加时，函数的极限称为左
方极限，以 表示；当 x的值是由右至左递减时，极限称为右方极限，以

表示。 

)x(flim
ax −→

)x(flim
ax +→

 
由此，教师不难引导学生理解当 时，函数 f(x)的极限存在当且仅当其左方极限和右
方极限相等。至于对极限作更广泛理解，教师应讨论 的情况，使学生再一次明白当

x趋于一足够大的数时，f(x)与  的的差异可任意的小，并表为 。 

ax →
∞→x

=
→∞

)x(flim
x
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  下列函数的极限性质应包括在讨论范围内： 

(i) [ ] )x(glim)x(flim)x(g)x(flim
axaxax →→→

+=+  

(ii) [ ] )x(flimk)x(kflim
axax →→

= ，k与 x无关 

(iii) [ ] )x(glim)x(flim)x(g)x(flim
axaxax →→→

⋅=⋅  

(iv) 
)x(glim

)x(flim

)x(g
)x(flim

ax

ax
ax

→

→
→

= ，其中  0)x(glim
ax

≠
→

(v) 若 )x(g)x(h)x(f ≤≤  在 x接近 a时成立，而且 
，则 。 

x
==

→→
)x(glim)x(flim

axa
=

→
)x(hlim

ax

  一些重要的极根，如下列者，应予以介绍： 

(1) 1
x

xsinlim
0x

=
→

 

(2) e)
x
11(lim x

x
=+

∞→
 

(3) ax
x

e)
x
a1(lim =+

∞→
 

(4) 1
x

1elim
x

0x
=−

→
 

(5) an
x

1alim
x

0x
=

−
→

；a > 0 

(6) 1
x

)x1(nlim
0x

=+
→

 

(7) 1
1x
x nlim

1x
=

−→
 

  教师应给予学生足够的计算函数极限的练习以便强化他们在这方面的训练。 
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2.2    函数的连续性 

 
 

 
4 

 
  函数的连续性的定义是应以函数的极限作为基础，以及用直观的方法加以解释，不

宜涉及ε − δ 的概念。教师可参考下列建议︰ 
  若 存在兼且等于 f(a)，则函数 f(a)在 x = a连续。 )x(flim

ax→

  若函数在某区间内的每一点连续，则函数在该区间内连续。 

  在引入函数于一点的不连续性前，应讨论一些常见的函数，例如： 
(i) 在任何区间内皆连续。        2x)x(f =

(ii) 
1x

1)x(f
−

= 并非在整个区间 5x0 ≤≤ 内连续。  

     上述概念并不需要作严谨的处理，但教师宜提供广泛而合适的例子，以便加强学生
在这方面的认识，并理解若两函数在 x = a 连续，则它们的和、差及乘积在该点亦为连
续，而当分母不等于零时，它们的商亦为连续。教师应引用一些在整段实数在线皆为连

续的例子，以启发学生进一步的认识︰ 
(i) 多项式函数    0

1n
1n

n
n a...xaxa)x(f +++= −

−

(ii) 指数函数    f(x) = ax ；a > 0 
(iii) 对数函数     ；a >0，  xlog)x(f a= 1a ≠
(iv) 三角函数，例如 sin x、cosx  

  对于合成函数的连续性，教师可采纳下列方式︰ 

  设 y = f [ g (x)] 为一合成函数，其内函数 g(x) 在 x = a连续，其外函数 y = f (t)在 t = g 
(a)亦为连续，则合成函数 y = f [ g(x)]在 x = a连续。  

  教师可强调每一连续函数的连续函数亦为连续。 

  教师应指出在一区间内的连续函数拥有一系列值得注意的性质，并加以讨论，但不

宜作严谨的证明。这些性质包括︰ 
(i) 若函数 f(x)在闭区间 [a，b]内连续，其中 f(a)= A和 f(b) = B，A ≠ B，则 f(x)在

A与 B之间的每一数值取值一次或以上。(介值定理) 
(ii) 闭区间上的连续函数必为有界。 
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2.3    函数的可微性 
 

 

13 

 
(iii) 闭区间上的连续函数必有其极大和极小值。 

(性质 (ii) 和 (iii) 称为魏尔斯脱拉斯定理) 
 
  函数 f(x) 在 x =  a的可微性定义如下： 

  函数 f(x) 在 x =  a 上可微当且仅当极限
ax

)a(f)x(f
lim

ax −
−

→
或

h
)a(f)ha(f

lim
0h

−+
→

存在。

  教师应同时指出若一函数在某点可微，则函数在该点连续，而连续性祗是可微性的
必要条件而并非充分条件。并且，函数在 x = a 的导数定义就是上述极限的值。学生可透
过上述学习理解可微性的概念。函数 f(x) 在 x = a 的导数可表为 

  )a(f ′ 、 ax )x(f
dx
d

=  或 a x dx
dy

=  

  教师应提及若函数在一区间内每一点皆可微，则该函数在该区间内可微，兼且在区

间内的每一 x值，皆对应于函数在该点的导数 f’(x)，因此 f’(x)亦为 x的函数，称为 f(x)的
导函数。 
 
  在这阶段，教师应预备充足例题以便学生能掌握微分法的概念和技巧，至于从基本

原理求取一些典型函数的导数，尤为重要。故此，足够的练习是不可缺少的。下列例子

可作参教考： 
(1) 利用第一求导法则，找出下列函数于各点的导数︰ 

(i) x2于 x = 1 
(ii) ex于 x = 0 

(iii) sinx 于 x =
4
π  

(2) 利用第一求导法则，求下列函数的导数︰ 
(i) f(x) = xn其中 n为一正整数 

(ii) f(x) = ex 
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